Pfipravny kurz 2015

Priklad.
RestevR:

2?42z —35=|z—5|
ReSeni. Pro z > 5 ma rovnice tvar
2’ 422-35=2-5c24+2-30=05 (z-5)(z+6)=0oz=5Vz=—6,

takZe rovnice v zad4ni ma v tomto ptipadé jedno feSeni z € {5} .
Pro & < 5 ma rovnice tvar

2?42 -35=-2+52"+32-40=0<(z—5)(z+8) =0=z=5Ve=—8,

takZe rovnice v zad4ni ma v tomto p¥ipadé opét jedno feSeni € {—8} .
Sjednocenim obou pfipad dostaneme tiplné feseni rovnice v zadani,

z € {5, -8}

a

Piiklad.

RestevR :

7 |z + 2z — 35| = = — 5.
Reseni. Prox € (—& 5) je £ + 2z — 35 < 0, rovnice mé v tomto piipadé tvar
—2? —2c+35=2-5o2’+3x-40=0c=5Ve=—8,
dostédvame proto jedno feseniz € {5} .
Proz € (—o00, M) U (5, +00) je & + 2& — 35 > 0 , rovnice m4 tvar
7 P’ +2-3b=c-5czl+r-30=0c=5Ve=—6,
rovnice v zadani nemé v tomto piipadé zadné feseni.
Sjednocenim obou pfipad dostaneme jediné feseni rovnice v zadani
z € {5}.

(=]

Piiklad.

RestevR:

225 + 2t —192° + 1922 — 2 —2=0.

Délitelé absolutniho ¢lenu jsou &isla 1, £2 , protoZe se jedna o reciproky polynom, tak ¢islo = 1 je kofenem, jak snadno zkontrolujeme dosazenim.
Zkusme polynom vydélit ¢initelem z — 1 :

(22° + 2* — 1923 +192° —z —2) : (z — 1) = 22* 4 32 — 162 + 3z + 2.
Tento polynom je opét reciproky,
4 3 2 2, 1 1
22" +32° — 162" + 3z +2=02 2"+ — ) +3 a:+; —16 = 0.
T

Oznaémey=w+%,paky2 =w2+2+%,takie

N | o

—3+£,0+160 -3+13 _<
. - -

1 1
2(12+F>+3(z+;>—16=0<:>2(y2—2)+3y—16=0©2y2+3y—20=0<:)y= 1

Dosazenim do substituce dostaneme

2
1 5 5+ /25— 16
x+—=—®2w2—5m+2=0©w:—=<1,
z 2 4 =
2
1 —4+ /12
m+;=—4@m2+4w+1=0©w=—2 =-2+.3

Celkem tedy mé rovnice v zadani feseni

1
x € {1,2,5,—2+\/§,—2—\/§}.

Piiklad.
Pii kterém a € R je jeden kofen rovnice



2?4+ 20-1)z+a®>+2=0

dvojnéasobkem druhého?
Reseni. Ozna¢me kofeny z1 5 , chceme, aby 1 = 2z, . Protoze

20 —1=—(z1 + ), o +2=uzxxs,

je
20— 1= -3z, o+2=2al,
odkud
1-2:—%(211—1), a2+2:2'%(2a—1)2¢>a2+2:%(4&2—4a+1)(:>a2+8a+16=0<:>(a+4)2:0<:>a=—4.
o
Piiklad.

Urcete nejvétsi a nejmensti z celych ¢isel n , pro kterd ma rovnice
nz’+8z+n+8=0

realné kofeny.
ReSeni. Pro n = 0 jde o linearni rovnici, ktera m4 realny koten, &islo 0 tedy vyhovuje. Pro n # 0 jde o kvadratickou rovnici, jejiZ diskriminant je roven

D =64 —4n(n + 8) = 4(16 — n® — 8n).

Je
—n? —8n4+16>0n+8n—-16<0onc(—4—4y2,-4+4/2) onec{-9,-8,...,1}.
(=]
Priklad.
Reste v R nerovnici
2
z+5 9.
z+6
Reseni. Je
2 2 — 2z —12 -
Glc+5<2<:> z¥b-2e <0& U <0&z2z+6>0& > —6.
z+6 z+6 z+6
a
Priklad.
Reste v R nerovnici
1 1 1
- >
z z+1 7 g2
Resent. Je
1 1 1 z(z+1)—z?2—(z+1 -1
- = > — < ( ) ( )20© >0 z#0Nz+1<0ez< -1
z x+1 " z? z2(z + 1) z2(z + 1)
(=]
Priklad.
Reste v R nerovnici
\/1+:1:2<1—a:.
Resent. Je
Vital<l-z61-2>0A1+2"<1-22+2’ ©2<1A0< -2z 2 <0.
[=]
Priklad.
Reste v R nerovnici
z+7
1.
z—4 Z

Resent. Cislo £ = 4 neni FeSenim, nebot nulou nelze délit. Pro ostatni £ méizeme vynasobit nerovnici jmenovatelem:

z+7

r—4

>1& |z4+T7 > |z —4].




Vzdalenost od ¢isla —7 méa byt vétsi nez od ¢isla 4 . Uprostied mezi ¢isly —7 a 4 leZi ¢islo — 3 , proto feSenim je nerovnice je

mnoZina (— % , +oo) —{4}.

Priklad.
Spoctéte
log. !
25 \'73
Resent. Je
1 1 1 11 1
10g25% =logy; 573 =—§108255=—§'§ 7%
Priklad.
Vypoctéte
1007 eV,
Resent. Je
jpesta - VIO 1010 10
100%10g4 (1010g4)% \/‘I 2

Piiklad.
Pro jaké a € R ma néasledujici vyraz smysl?

1
1\ ? .
a) log, (a(a . a%) 3) , b)1olea ¢) g,

Reseni. a) Vyraz 1/a je definovan pro a > 0, tfeti odmocnina pro viechna realn4 &isla, druhé opét pro véechna nezaporn &isla, v zékladu logaritmu
miize byt a € R* — {1} . Proto celkové a € RT — {1} . Vyraz je roven

1 2 1 1
3 1 3 1 1 7 1 1 1 1 1 4 1 1
log, (a(a-a%)3> =§logaa(a~a%)3 =510gaa+ 510&1 (ob-zﬁ)3 =§+glogaa-a% = §+E+€logaa% = E-i-ﬂ:%.

b) Logaritmus je definovén pro kladné éisla, tedy a > 0. Pak
1082 = ¢ proa > 1,

lo\logal — < 1
10~ loga _ E proa € (01 1)'

1

Toxa nesmi byt nula: @ # 1. Celkem a € RT — {1} . Pro tato a je

¢) Argumentem logaritmu miZe byt jen kladné ¢éislo: @ > 0 . Ve jmenovateli zlomku

.
ams = (100ee) ™ = 105 %7 = 10.

Piiklad.
Vypoctéte
logs 30  logy 750
logi50 5 logg 5
Reseni. Je
logs; 30  logs 750
— ———— =1log; 30 - log; 150 — log; 750 - log; 6 = (1 + log; 6)(2 + log; 6) — (3 + log; 6) log; 6 = 2.
logy50 5 logg 5

Priklad.
Usportadejte podle velikosti ¢isla

3333’ (33)33, <<33)3)3’ 3(33)3’ (333)3_



3 3\ 3 3
Reseni. Oznaéme a; = 3% ,as = (33)33 ,a3 = ((33) > ,a4 = 3(33)3 , a5 = (333) . Ozna¢me b; = log; a; . Pak

by =3 =3, b, =3-33=3" b;=3.3.3=35, b, =(3%)°=3" b;=3%.3=3"%

Vidime, Ze
ay > a4 > az = as > as.
(=]
Piiklad.
Reste rovnici
log,a=a
s parametrem @ € R anezndmouz € R.
Reseni. Je
loga 1 1 1
log,a=0a¢ =a< —loga=1logx < loga® =logz <z =axv.
logz a
Zadani a pravy maji smysljenproa > 0,a # 1.
o
Piiklad.
Urdete vSechna k € R tak, Ze rovnice
log(kz) = 2log(z + 1)
0 nezndmé x mé prave jedno feSeni.
Reseni. Je
log(kz) =2log(z + 1) @ kx = (z + 1)  © 0=2? + (2 - k)z + 1,
proto rovnice ma praveé jedno feseni tehdy, pokud
(2-k)?-4=0ckk-4)=02k=0VE=4
Hodnota k = 0 nevyhovuje, pro kK = 4 ma rovnice jedno feSeni z = 1.
(=]
Piiklad.
Reste rovnici
cos L
T=——.
2
ReSent. Jecos § = % , takZe
2 4
T € §W+2k7rk€Z U §7r+2k7rk€Z .
(=]
Priklad.
Reste rovnici
2cos?z —cosz —1=0.
Reseni. Je
2 1
2cos*z —cosz — 1= (cosz — 1)(2cosz+1) =0 cosz =1Vcosz = — 50
takze
2 4
z € {2knlkeZ}U §7r+2k'7rkeZ U §7r+2k7rk€Z .
o
Piiklad.

Reste rovnici

/1 — cos 2z = sin 2z.

ReSeni. Aby rovnice mohla mit feseni, musi byt

sin2z > 0< 2z € | | (2km, 7+ 2kn) oz € | |<k7r,£+k7r>.
2
keZ keZ



Za této podminky je umocnéni na druhou ekvivalentni Gprava, takze

VT —cos2z = sin 2z < 1 — cos 2z = sin? 2z < 1 — cos 2z = 1 — cos® 2z « cos? 2z — cos 2z = 0 < cos2z(cos2z — 1) =0 & cos2z =0
Vcos2z =1,

odkud
L T km
% € §+k7r‘k€Z U{2krlkeZ} & oe § T+ ke ZiU {knlk € Z}.
Regenim je tedy

z € {%+kw‘kez}u {knlk € Z}.

Piiklad.
Reste rovnici
. 1
sinx +cosx = —— .
sinz
Reseni. Za podminky z ¢ {kn|k € Z} je
. 1 .2 . ) . ) 9 .
sinz + cosz = —— & sin“z + coszsinz = 1 & sin® ¢ + coszsinz = sin® z + cos® ¢ < cosz(cosz —sinz) =0 & cosz =0Vige =1,
sinz
takze
e {g+lm|kez}u {%+lm|kez}.
Piiklad.
Reste nerovnici
sinz < cosz.
Resenti. ReSenim rovnice sinz = cosz & tgz =1 jex € {% + k7r|k € Z} . Odtud je jiz vidét
3 T
T e U — —mw+2km,— + 2k ).
4 4
keZ
Piiklad.
Vypodététe i" , kde n € N a ¢ je komplexni jednotka.
Reseni. Jei! =i ,i® = —1,i% = —i,i* =1, proto
1 pokudn mod 4 =0,
n i pokudn mod 4=1,
"t =
—1 pokudn mod 4=2,
—i¢ pokudn mod 4 =3.
Piiklad.
Vypocététe redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho éisla
144
1—i°
Reseni. Je
1+i 143 143 (1+14)? 12, .
= — = = —_ 21 =17.
1—4 1—% 1+1¢ 1—42 2
Tedy realn4 ¢ast je rovna 0 , imaginarni ¢ast jerovna 1.
Piiklad.
Vypoctéte redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla
1+ i
142 1+4°

Reseni. Je



1+ i (1+z‘)(1—2i)+i(1—i)_3—i 1+i 1143

Tr2i 1+i 5 2 5 T2 T 10
Redlna ¢ast je rovna i—(l] , imaginarni 13—0 .
a
Priklad.
Vypoctéte
‘ 3—4
3—i |
Resenti. Je
3—4i (3—49)(3+1i¢) 13-—9i L . o
37 = m =~ Alternativné jako podil moduld.
Proto
13-9¢ 1 1 1 1
| =—1183—-9i| = — 1 = — /250 = = 4/10.
‘ 0 10|3 9i| 10,/ 6948 10\/5 2\/0
o
Priklad.
Naleznéte realna ¢isla z , y , aby platilo
3—-2¢
‘z =2z + iy.
1—1
Resenti. Je
3-2 5 1
.z =2z+iyedbti=4z+2yieors=—-ANy=—-.
1—1 4 2
a
Piiklad.
Reste vCrovnici #* + 1 +1=10. $
Reseni.
_—1+y1-4  -1+iV3
B 2 B 2
(=]
Piiklad.
Pomoc{ Moivrovy véty vypoététe (1 + )5 .
Reseni. Nejdiive zapiseme ¢islo 1 + i v goniometrickém tvaru. Je
1+i:\/§(cos%+isin%) .
Proto
5 5 5 2 2
(1+0)° = (v2) (cos = +isin 2 ) =42 SV2 VR
4 4 2 2
(=]
Piiklad.
Reste v C rovnici
z3 = —8.
Resenti. Podle Moivrovy véty je
2k 2k
ze {2 (cos "+3 T 4 isin ”+3 ") ‘k = {0,1,2}}.
ProtoZe {%2’” |k IS {0,1,2}} = {%,w,%"} acos% = %,sin% = ? ,COSTT = —1,si111r=0,cos5T7r = % ,sin%’r = —g ,je
z € {1+1i+/3,-2,1 —1i+/3}.
o

Piiklad.
Reste v C rovnici



222 — 1 =1i/3.
Resent. Je

140V T
2 - 3 3

m (Tt Ve i VB
z e {cos(€+k7r)+zsm(T+k7r) ’kE{O,l}}— {74_5’_7_5}'

222 —1=i/3 o2 =

Proto

1. Zkracené psani souctu a soucinu
priklad.
Vypoctéte soucet

5

>4

=1

S A=(-1)P+0°+1°+2° +38° +4° 4 5° = 1+ 0+1+8+27+64+125 =224

Piiklad.
Vypoctéte soudin

<.
Il
o

Resent. Je

1 1 1 1 1 1 1
11

AGFT 041 THT 241 3+1 1-2:3-4 24’

Piiklad.
Dopliite meze, aby se vysledek nezménil:

5 ?
A=Y
=1 =2
Reseni. Je

5 8
MNP => (-3

=1 =2

Piiklad.
Dopliite meze, aby se vysledek nezménil:

Reseni. Je

Priklad.
Vypoctéte



a) » 2, Hz

J== =-1
Resenti. Je
4 4
) > 2=6-2=12, b) [[2=2°=64
j=—1 j=—1
Priklad.
Vypoctéte
n
Sk
k=1
Resenti. Je

k=1 + 2 + 3 + ... + (n—-1) + mn,

1 10

Ek=mn+ (n-1) + n-2) + ... + 2 + 1,

E
I
-

takZe seétenim ¢isel pod sebou vznikne na pravé strané n skupinek se stejnym souétem n + 1, proto

2Zk =n(n+1),
k=1

takze
z":k _ n(n+1) .
k=1 2
Piiklad.
Vypoctéte
100
>_(i-10)
j=1
Resent. Je
100 100 100 100(100+1)
-1 -3 710=————=—100-10 = 50 - 101 — 1000 = 5050 — 1000 = 4050.
> (G-10) = Z] Z 0 5 00-10 = 50 - 101 — 1000 = 5050 — 1000 = 4050

=

Piiklad.
Vypoctéte
20
2 6i-7)
j=1
Resent.
20(20 + 1
Z3J—7)—3ZJ—Z7 3 ( 20201 5.7 30. 21 140 = 630 — 140 = 490
Piiklad.
Vypoctéte
5 _6
Z S (+5)@2+k).
7=1 k=2
Regent. Je

25:26:(14-])(24—16 <§5:J+1> (Z(2+k>=§:] f:szs 'TIZ=20.30=600.

j=1 k=2



Priklad.
Vypoctéte

Reseni. Oznaéme neznamy soudet

Vypoc¢teme nejprve rozdil
S (k+1) 8.
k=1
Je jednak
3 ((k+1)3 —k3) =Y k+ 1P Y K = (1) -1 = (n+ 1) -1,
k=1 k=1 k=1

nebot vSechny séitance, kromé posledniho z prvni sumy a prvniho z druhé sumy, se navzijem odectou. Je ale také

- 3_3_n3 2 _3_" 2 N2 - o n(n+1)
Z((k+1) k)—Z(k +3k* +3k+1 k)_Z(sk +3k+1)_32k +3) k+> 1=35+3 5 T
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Srovnanim dvou vysledkd dostaneme rovnici
+1
(n+1)3—1:3S+3%+n,
odkud
1, ) n(n+1) 1 (4.3, 1\ n@2+3n+1) nnr+1)(2n+1)
S—3(n+3n+3n+113 ) n—3n+2n+2n— 6 = 6 .
Priklad.

Vypoctéte soucet geometrické posloupnosti

E
Il
=)

Reseni. Je
n

¢F=1+q+¢+..+¢", /-q

o

3l

) ¢=q+¢+E+.. .+,

k=0
odkud odeétenim dostaneme
n
1-9) d=1-g"",
k=0
neboli
n
1— qn+1
=0
k=0 -4
Priklad.
Vypoctéte
10
S
k=1
Reseni. Je
10 910 _ ¢
do2k=2 o] =2(2" — 1) = 21023 = 2046.



Priklad.
Vypoctéte

Reseni. Je

kol
I 3
kN
%
)
T =
=
W =
ol
Il 3
kR
/N
©| N
N~
kol
Il
W =
©o| N
—
= |
| —
ol
|
3
Il
[
r—ll“
/-~
=
|
/N
©o| N
N—
3
SN—

Piiklad.
Vypoctéte

Reseni. Pro n sudé dostavame

Pro n liché dostavame

n n— 1
S D= Dk (1= T = =
k=1 k=1 2
Priklad.
Vypoctéte
z": 1
— k(k+1)

Reseni. Je

2": 1 _2":1+k—k_" 1 1\ 1 1 _=n
S k(k+1) & k(k+1) S \k k+1/ 1 nt+l n+l’

Priklad.
Vypoctéte
2> (;)
j=0 k=j ]
Resenti. Je
»3 it S SITRY
=0 k=j 0 2-1
pocet podmnozin k-prvkové mnoziny
Priklad.
Vypoctéte
° 1
11 (1 + £>
k=1
Resenti. Je

10



Priklad.
Vypoctéte

Reseni. Je

Piiklad.
Vypoctéte

gsin <I;—7r> = sin (%) - sin (2%) -..-sin (@

Piiklad.
Vypoctéte

Reseni. Je

n n

.n2 2 2 2

n! = I I i n!"nl" = I I P S L
i i=1

k=1

) -sin(n) = sin (%) -sin (2%) “o..esi

TTIT 1T

i=1 j=1 k=

-

_ n|3n2

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 i=1
Piiklad.
Vypoctéte
k=0 j=1 J

Reseni. Je

n k. n k n k n

—-n—1 -1 -1)...(n— (k-1 —1)*n! =
ZH] n-1_ (=1)*n(n )kl (n—( ))zz ( )k?k'zz(_l)k (:)z(l_l)n=<(1] pron 87
P j pr ! — (n —k)!k! pr pron > 0.
2. Matematicka indukce
Piiklad.
Dokazte matematickou indukei vztah
DEEE
~k(k+1) n+t nt+l’
Reseni. Pro n = 1 je levé strana rovna
St
kzlkk—i—l) 1(1+1) 2’
prava strana je rovna
1 1
141 27

obé strany se rovnaji, vztah plati.
Necht vztah plati pro n € N . DokdZeme ho pro n + 1 . Leva strana je rovna

§ 1 _z": L 1 _n 1 _onn+2)+1  (n+1? a4l

k(k+1) ZHkE+D) (m+1)0+2) n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2°

11



Priklad.
Dokazte matematickou indukei vztah

- n(n+1)(2n+1)
> K= —s

Reseni. Pro n = 1 je lev4 strana rovna

Prava strana je rovna

1(14+1)(2-141) _6_,
6 6

Obé strany se rovnaji, vztah pro n = 1 plati.
Necht vztah v zadani plati pro libovolné zvolené pevné n € N . DokaZeme ho pro n + 1 . Leva strana je rovna

n+1 n 2
1)(2 1 1 2 1)+6 1 1)(2 ™m+6
SR =3 K4 (nr1) =w+(n+1)2 _ (4 )(n@n+1)+6(n+1)) _ (n+1)(2n +7n+6)
k=1 k=1 6 6 6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
= 5 .
Piiklad.
DokaZte matematickou indukei vztah
n
D kRl =(n+1) -1
=1
Reseni. Pron = 1 je levé strana rovna
1
dokkl=1-1=1
k=1
Prava strana je rovna
14+1)0-1=2-1=1.
Obé strany jsou si rovny, vztah proto pro n = 1 plati.
Necht vztah v zadani plati pro libovolné n € N . Dokazme ho pro n + 1 . Lev4 strana je rovna
n+1 n
S kR =Y "kkl+(n+1)(n+ )=+ -1+ n+1)n+1)!=n+1)(n+2)-1=(n+2)! -1
k=1 k=1

Priklad.
Dokazte matematickou indukei

n—1
a"—b"=(a—-b) Z afpr 1ok,
k=0

Reseni. Pron = 1 je levé strana rovna
at —bl=a—b.

Prava strana je rovna
1-1
(a—1b) Zakbl_l_k =(a—b)a’® =a—b.
k=0

Strany jsou si rovny, vztah pro n = 1 plati.
Nyni pfedpokladejme platnost vztahu pro libovolné pevné n € N . Dokazme hopron + 1.
Levé strana je rovna a®*! — b"*!  Prava strana je rovna

n n n—1 n—1
(a—b) Z akpm 11k — (g — b) Zakb"‘k =(a—1b) (Z aFprk 4 a"b0> =b(a—b) Z ako" 1 4 (@ — b)a™ = b(a" — b") + (a — b)a"
k=0 k=0 k=0 k=0

— an+1 _ bn+1_

12



Priklad.
Dokazte matematickou indukei vztah

"\ (n

a+b)" = E akbrk,

( ) p ( k )
=0

Reseni. Pron = 1 je levé strana rovna

(a+b)!=a+b

1
Z<1>akb1’k= (1)a0b1+ (1>a1b°=b+a.
pr k 0 1

Obé strany jsou si rovny, vztah pro n = 1 tedy plati.
Pfedpokladejme, Ze vztah plati pro libovolné zvolené pevné n € N a dokaZme ho pro n + 1 . Levé strana je rovna

Pravé strana je pro n = 1 rovna

podobné opravit i dale

(a+ b
n+1

Pravé strana je rovna +a

n+1 n+l nk

i ("‘I'c‘l) akpriok — gl i <"'I"c‘1) akbn+1—k><: prtl Z ((k n 1) " (:)) akbn+1—kan+1 "

k=0 k=1 k=1 -
n+l n+1 n n
3 ( " ) PN (”) AR =t ey (") a0 b (Z (”) aFork — b") =" +a(a+b)" +b((a+b)" —b")
i \k—1 o \k o \k o \k

=(a+b)(a+b)" = (a+b)".
Piiklad.
Dokazte matematickou indukei vztah
(cosp + isinp)™ = cosnyp + isinnep. (Moivre)

Reseni. Pron = 1 je leva strana rovna

cos ¢ + i sinp.
Pravé strana je pro n = 1 rovna

cos ¢ +isin .

Obé strany jsou si tedy rovny, vztah pro n = 1 plati.
Pfedpokladejme nyni platnost vztahu pro libovolné zvolené pevné n € N a dokazme ho pro n + 1 . Levé strana je rovna

(cos ¢ +isin )™+ = (cos ¢ + i sin )" (cos ¢ + i sin ) = (cosny + i sin np)(cos ¢ + 4 sin ) = cosny cos @ + i sin N cos  + i cos @ sin @
— sinnypsin g = cos(np + @) + isin(np + @) = cos(n + 1) + isin(n + 1)¢p.

13



