FAKULTA

FoRS Pt Platonska télesa

CVUT V PRAZE

Platénské téleso — z vrcholi stejny pocet hran a stény jsou shodné pravidelné mnohoﬂlhelnikyN

AP v W

CtyTstén krychle osmistén dvanéctistén dvacetistén
z vrchola 3 hrany z vrcholu 3 hrany z vrcholu 4 hrany z vrcholu 3 hrany z vrcholi 5 hran
trojihelnikové stény ¢tvercové stény trojihelnikové stény pétithelnikové stény trojahelnikové stény
Piekresleni télesa z 3D prostoru na papir ) |Priklad: Stereografickid projekce dvanActisténu)
Postup prekresleni:
1. Danému 3D télesu opi$ kouli.
2. Na kouli vyzna¢ severni pol S.
3. Poloz kouli na papir J pélem.
4. Ved tsecky z S na body plasté.
5. Protahni tsecky az na
Vztah plast koule (bez S) «—
Tomuto se rika stereografickd projekce.
Platénska télesa nakreslenid na papir ) Rovinny graf — nakresleni v “matemati¢ting”’ )
Jak by slo matematicky popsat, Ze jsme néco “hezky” nakreslili na papir?
1. Vybrali jsme koneéné mnoho bodu na papife a oznadcili je puntiky.
2. Neékteré dvojice bodu jsme propojili souvislou ¢arou.
3. Kazdé dva body jsou propojeny nejvyse jednou ¢arou.
ftbodii =4 #bodu =8  #bodi =6 #bodu =20 #bodi =12 4. A je zakazéano, aby se jakékoliv dvé ¢ary prekiizily.
#¢ar = 6 #car = 12 #cCar = 12 #car = 30 #car = 30
#stén = 4 #stén = 6 #stén = 8 #stén = 12 #stén = 20 Zamyslete se, pro¢ stereografické prekresleni lib. télesa nikdy nema kiizeni.
Euleriv vztah pro libovolny rovinny graf ... ) |...fakt to plati pro kazdy rovinny graf? Ano! )
Pted jeho prezentaci je vSak potfeba vysvétlit nasledujici dva pojmy. Duvéfuj, ale provéfuj. Nékdo nakreslil na papir n bodt a mezi nimi m ¢ar.
Méjme na papife nakresleny rovinny graf a vezméme do ruky nizky. Lze My toto nakresleni ted krok-za-krokem obtahujme, a u toho se divejme,
papir rozst¥ihnout na dvé ¢asti tak, aby st¥ih nezasahl Zadny bod ani Zadny zda aktudlné obtazeny kus spliuje Eulerav vztah.
kus ¢ary? St¥ihnéme (jinak vSak nel). Pokratujme, dokud se dé strihat. 1) Na zacatku obtdhnéme vsech n bodi. Co o tom fika Eulertv vztah?
Oznacme # soucdsti jako pocet kusi papiru na konci strihdni. Dosazenim — bodii je n, ¢ar 0, sténa jedna, a soucasti n — E. vztah plati!
Opét méjme na papife nakresleny rovinny graf. Ted si pro zménu pred- 2) Jednu po druhé obtahujme nakreslené ¢ary, a zkoumejme zménu na levé
stavme, Ze po celém papiru rozlijeme vodu, ktera vSak nikdy nemiize i pravé strané Eulerova vztahu po obtazeni i-té ¢ary. Jsou dvé moznosti:
. 3 e 54 : _ o - e p—_—
pietéct ami pres ¢ary ani body —roalits yoda vytvolt na papife ‘rybnicky™. i) Bud ¢ara spoji body uvnitf jedné obtazené soucasti, ¢imz se jedna sténa
Oznacme #sten jako pocet rybnicki, jeZ ndm na papire vznikly. rozptli na dvé. Hodnota levé i pravé strany vztahu tak stoupne piesné o 1.
—-— ) ) o " ii) Nebo ¢ara spoji body z rtiznych soucésti, takze #¢ar stoupne o 1 a
i / ?z Svycarsky matematik Leonard Euler (1707-1783) objevil nasledujict: #soucasti klesne o 1. Tudiz hodnota na levé i pravé strané zistane stejna.
#bodl + #stén  se vidy rovnd #cCar + #soucasti + 1 V kazdém ptipadé, Eulerav vztah bude platit i po obtaZeni m-té &ary.

Finale — Platonskych téles je jen onéch zminénych pét, Zadna dalsi uZ nemohou existovat! )

Je na Case pouzit stereografickou projekci a Euleriv vztah na kterékoliv Platonské téleso, kde z vrcholi vede d hran a stény tvori pravidelné r-uhelniky.
Prekresleni télesa na papir vytvori jednu jedinou soucast, kde se z vrcholi télesa stanou body, z hran télesa ¢ary a ze stén télesa stény rovinného grafu.

Protoze u kazdého bodu se musi sbihat pfesné d ¢ar a na druhou stranu kazda ¢ara spojuje dva body, musi platit nasledujici rovnost d x #bodu = 2 x #¢ar.
Analogicky plati, Ze kazda sténa na papife mé kolem sebe presné r ¢ar a zaroven kazda ¢ara lezi na rozhrani dvou stén, diky ¢emuz r x #stén = 2 x #car.

Dosazenim dvou pravé odvozenych rovnosti do Eulerova vztahu zjistujeme, Ze pro Platonské téleso s parametry d a r musi platit nasledujici rovnost:

2 X #éar 2 X #éar #v 12 ekvivalentni tprava: vydél obé strany vyrazem % X #Car 1 + 1 1 + 1
= H#gar -4+ - = = .
d i d r 2 Htéar

Pravé strana upravené rovnosti tedy musi byt ostfe vétsi nez % To je vSak dost omezujici podminka pro hodnoty r a d — musi totiz platit, Ze mensi
¢islo z r a d je nejvyse 3 (byla-li by obé dvé alespon 4, tak leva strana bude nejvyse %, coZ je malo). ProtoZe v8ak r-thelniky tvofici stény musi spliovat
r > 3, a protoze d > 3 diky tomu, Ze v libovolném trojrozmérném télese z kazdého vrcholu vedou alesponi 3 hrany, musi nastat néktera z nasledujicich

péti moznosti: r = 3,d = 3 (Gtyfstén), r =4,d =3 (krychle), r=3,d =4 (osmistén), = =>5,d = 3 (dvanéctistén), nebo r = 3,d =5 (dvacetistén).

Lehky tukol: Nakreslete na papir 16 bodt a 42 nekiizicich se ¢ar mezi nimi. | Tézky tkol: Pro¢ mé kazdy rovinny graf s n > 3 body nejvyse 3n — 6 ¢ar?




